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1. 複素数 ®;¯についての等式

1
® +

1
¯ = ® + ¯

を考える．
Ñ ® = 1; ¯ = 1のとき，この等式が成立
することを示せ．
Ò この等式をみたす ®;¯については，
®+¯ = 0，または ®¯ = 1となることを示せ．
Ó 極形式で ® = r(cosµ+ i sinµ)と表されて
いるとき，この等式をみたす ¯を求めよ．
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c Ó 「極形式」という言葉から
r > 0であろう．
Óでは ¯ = ¡® = ¡r(cosµ+ i sinµ)も答えの 1
つである．このまま答える人もいるだろう．OK なの
か？ ¯ も極形式で書くのか？マイナスを吸収するため
に，偏角に ¼を組込む．

a ! 1
® +

1
¯ = ® + ¯

...................1

® = 1; ¯ = 1のとき ®® = 1;¯¯ = 1であり，
1
® = ®,

1
¯ = ¯ であるから1が成り立つ．

" 1の両辺に ®¯を掛けて，

®+ ¯ = " ® + ¯ :®¯ ...............................2
この両辺の共役複素数をとって，

® + ¯ = (®+ ¯)®¯ ...............................3

3を2に代入して，®+ ¯ = (®+ ¯)®¯®¯

(®+ ¯)! ®¯ 2 ¡ 19 = 0
®+ ¯ = 0または ®¯ = 1である．
# 「極形式」という言葉から r > 0 であるものと
する．
Òは1が成り立つための必要条件であることに注
意せよ．逆に，¯ = ¡®のとき，1の両辺は 0であるか

ら1は成り立つ．また ®¯ = 1のとき ¯ =
1
r で

あり，¯ = 1
r (cosx+ i sinx)とおける．1に代入し

1
r (cosµ¡ i sinµ) + r(cosx¡ i sinx)

= r(cosµ¡ i sinµ) + 1r (cosx¡ i sinx)

rを掛けて整理し

(1¡ r2)(cosµ¡ i sinµ)

= (1¡ r2)(cosx¡ i sinx)

r = 1のとき成り立つ．r Ø 1のとき両辺を 1¡ r2 で
割って cosµ¡ i sinµ = cosx¡ i sinxとなる．両辺の
共役複素数をとって cosµ+ i sinµ = cosx+ i sinxと

なり，¯ = 1
r (cosµ+ i sinµ)となる．

r = 1のとき，¯は ¯ = 1である任意の複素数
r Ø 1のとき，¯は

rfcos(µ+ ¼) + i sin(µ+ ¼)g; 1
r
(cosµ+ i sinµ)

d 【必要条件であることを意識しないと大ボケ】
「¯は絶対値が 1

r の任意の複素数である」などと答

えてはいけない．r Ø 1のときは ¯の偏角は ®の偏角
と連動する．
Óを解くために「必要性と十分性」に分けている
が，分けなくてもできる．スペース節約のために大学
の形式 eiµ = cosµ+ i sinµを使う．® = reiµ,
¯ = Reix (r > 0;R > 0)とおく．1に代入し

1
r e
¡iµ +

1
Re

¡ix = re¡iµ +Re¡ix# 1r ¡ r;e¡iµ = #R¡ 1R ;e¡ix ..................4
左辺が 0（つまり r = 1）ならば右辺が 0（つまり
R = 1）で ¯の偏角は任意．r Ø 1ならば4の両辺の
絶対値を考え
1
r ¡ r = R¡

1
R または

1
r ¡ r = ¡#R¡ 1R ;

R+ r
rR = R+ rまたは R¡ r = r¡R

Rr
rR = 1または r = Rを得る．このとき順に
e¡iµ = e¡ix，e¡iµ = ¡e¡ix となり，偏角もわかる．


