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| †
A aを正の実数とする．座標平面において，放物線 C : y = x2 上の点 P(a;a2)における Cの接線と直交し，P
を通る直線を lとおく．lと Cの交点のうち，Pと異なる点を Qとおく．
Ñ Qの x座標を求めよ．
Qにおける Cの接線と直交し，Qを通る直線をmとおく．mと Cの交点のうち，Qと異なる点を Rとおく．
Ò aがすべての正の実数を動くとき，Rの x座標の最小値を求めよ． (25 東大・文科)� š
A
k【接線または法線】n
《文系ゆえに難しい (B15)☆》
a ! y0 = 2xであるから，Pにおける法
線 lの方程式は，a > 0に注意して

y = ¡ 1
2a (x¡ a) + a2

これと Cを連立して

x2 = ¡ 1
2a (x¡ a) + a2

(x¡ a)#x+ a+ 1
2a ; = 0

x = a;¡a¡ 1
2a

よって，Qの x座標は ¡a¡ 1
2a である．

" Ñの aを¡a¡ 1
2a に置き換えると，Rの x座

標は

¡#¡a¡ 1
2a ; ¡ 1

2#¡a¡ 1
2a ;

= a+ 1
2a +

1

2a+ 1a

となる．t = a+ 1
2a とおくと，相加・相乗平均の不等式

より t ¸ 2

F

a ¢ 1
2a =

B

2であり等号は a = 1
2a すなわ

ち a = 1
B

2
で成立する．また，aを大きくすると tはい

くらでも大きくなる．これより tの値域は t ¸
B

2であ

り，Rの x座標は t+ 1
2t となる．k = t+ 1

2t とおくと，

2kt = 2t2 + 1 Ú 2t2 ¡ 2kt+ 1 = 0

この左辺を f(t) とおいて，f(t) = 0 が t ¸
B

2 の範
囲に (少なくとも 1 つの) 実数解をもつ条件を考える．
f(0) = 1に注意し，f(t)の判別式を Dとすると，まず
D ¸ 0であり，

D
4
= k2 ¡ 2 ¸ 0 Ú k · ¡

B

2;
B

2 · k 1

t ¸
B

2に実数解をもつ条件は1のもとで

「 k
2
¸
B

2かつ f(
B

2) ¸ 0」

または「 f(
B

2) · 0」

である．f(
B

2) = 5¡ 2
B

2kも合わせるとこれは

「k ¸ 2
B

2かつ k · 5

2
B

2
」または「k ¸ 5

2
B

2
」

よって k ¸ 5

2
B

2
=
5
B

2
4
で，最小値は 5

B

2
4
である．

b "【微分する】
数 IIIの微分法を知っていれば，解の配置に帰着する必
要はない．

t ¸
B

2のもとで，t+ 1
2t の値域を求める．

g(t) = t+ 1
2t とおくと t ¸

B

2では

g0(t) = 1¡ 1
2t2
=
2t2 ¡ 1
2t2

> 0

となるから単調増加である．

これより最小値は g(
B

2) =
B

2 +
1

2
B

2
=
5
B

2
4
で

ある．


