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| †
B 平面上で AB = AC = 1である二等辺三角形 ABCを考える．正の実数 rに対し，A,B,Cそれぞれを中心
とする半径 rの円 3つを合わせた領域を Dr とする．ただし，この問いでは，三角形と円は周とその内部から
なるものとする．辺 AB，AC，BCがすべて Dr に含まれるような最小の rを s，三角形 ABCが Dr に含まれ
るような最小の rを tと表す．
Ñ ÎBAC =

¼
3
のとき，sと tを求めよ．

Ò ÎBAC =
2¼
3
のとき，sと tを求めよ．

Ó 0 < µ < ¼を満たす µに対して，ÎBAC = µのとき，sと tを µを用いて表せ． (25 東大・文科)� š
B
j【平面図形の雑題】o
《ギリギリを考える (C25)☆》
a !"# Aから BCに下ろした垂線
の足を H，AB の中点を M，AC の中点を N とする．

このとき，ÎBAH = ÎCAH = µ
2
であることから，

BC = 2BH = 2sin
µ
2
である．

まず，sについて考える．AHと BHの長さを考える

と，AH = cos µ
2
;BH = sin µ

2
であり，AH ¸ BHを

解くと

cos
µ
2
¸ sin

µ
2

Ú 0 < µ · ¼
2

である．このとき，AB，AC，BCがすべてDr に含まれ
るための必要十分条件は

M;N2 Drかつ H2 Dr

1 · 2rかつ BC · 2r

r ¸ max S 1
2
; sin µ

2
k .............................1

である．ここで，maxfa; bgは aと bのうち小さくない

方の値を表している．ここで，0 < µ
2
·

¼
4
に注意して

1
2
· sin

µ
2
を解くと，

¼
6
·

µ
2
·

¼
4

Ú
¼
3
· µ · ¼

2

となることから，1より，

0 < µ · ¼
3
のとき s = 1

2

¼
3
· µ · ¼

2
のとき s = sin µ

2

である．特に，Ñで，µ = ¼
3
のとき s = 1

2
となる．

¼
2
· µ < ¼ のとき AH · BH である．線分 AB の

垂直二等分線と BCの交点を Iとすると，AI = BIであ

り，Iは必ず線分 BH上にある (Hより右に来ることは
ない)．このとき，ÇAMI ´ÇBMIであり，

ÎABI = ÎBAI =
¼
2
¡

µ
2

であることから，

BI =
BM

cos # ¼
2
¡

µ
2
; = 1

2 sin
µ
2

となる．AB，AC，BCがすべてDr に含まれるための必

要十分条件は I 2 Dr であるから，それは r ¸ 1

2 sin
µ
2

となる．よって， ¼
2
· µ < ¼のとき s = 1

2 sin
µ
2

であ

る．特に，Òで µ = 2
3
¼のとき，s = 1

2 sin
¼
3

=
1
B

3

である．
次に，t について考える．ÇABC の外心を O と

し，外接円の半径を R とする．円周角の定理より
ÎBOC = 2 Î BAC = 2µ であるから，O が ÇABC

の内部または周に含まれる条件は

2µ · ¼ Ú 0 < µ · ¼
2

である．また，正弦定理より

2R = BC
sinµ Ú R =

2sin
µ
2

2 sinµ =
1

2cos
µ
2

である．このとき，Oは 3頂点から等距離にあり，ÇABC
がすべて Dr に含まれるための必要十分条件は O 2 Dr

である．よって，

r ¸ R Ú r ¸ 1

2 cos
µ
2

となるから，0 < µ · ¼
2
のとき t = 1

2 cos
µ
2

である．

特に，Ñ で µ = ¼
3
のとき，t = 1

2cos
¼
6

=
1
B

3
で

ある．
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¼
2
· µ < ¼のときは，外心 OはÇABCの内部にな

い．sのときと同様に考えると，ÇABCがすべて Dr に
含まれるための必要十分条件は I 2 Dr であるから，そ

れは r ¸ 1

2 sin
µ
2

となる．よって， ¼
2
· µ < ¼のとき

t = 1

2 sin
µ
2

である．特に，Ò で µ = 2
3
¼ のとき，

t = 1

2 sin
¼
3

=
1
B

3
である．


