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東京大学・理科| †
A 座標平面上の点 A(0; 0);B(0; 1);C(1; 1);D(1; 0)を考える．実数 0 < t < 1に対して，線分 AB，BC，CD
を t : (1¡ t)に内分する点をそれぞれ Pt，Qt，Rt とし，線分 PtQt，QtRt を t : (1¡ t)に内分する点をそれぞ
れ St，Tt とする．さらに，線分 StTt を t : (1¡ t)に内分する点を Ut とする．また，点 Aを U0，点 Dを U1
とする．
Ñ 点 Ut の座標を求めよ．
Ò tが 0 · t · 1の範囲を動くときに点 Ut が描く曲線と，線分 ADで囲まれた部分の面積を求めよ．
Ó aを 0 < a < 1を満たす実数とする．tが 0 · t · aの範囲を動くときに点 Ut が描く曲線の長さを，a

の多項式の形で求めよ．
B Ñ x > 0のとき，不等式 logx · x¡ 1を示せ．
Ò 次の極限を求めよ．

lim
n!1

n
Z 2

1
log & 1 + x

1
n

2
> dx

C 平行四辺形 ABCD において，ÎABC = ¼
6
，AB = a，BC = b，a · b とする．次の条件を満たす長方形

EFGHを考え，その面積を Sとする．
条件： 点 A，B，C，Dはそれぞれ辺 EF，FG，GH，HE上にある．

ただし，辺はその両端の点も含むものとする．
Ñ ÎBCG = µとするとき，Sを a; b; µを用いて表せ．
Ò Sのとりうる値の最大値を a; bを用いて表せ．
D この問いでは，0 以上の整数の 2 乗になる数を平方数と呼ぶ．a を正の整数とし，fa(x) = x2 + x¡ a と
おく．
Ñ n を正の整数とする．fa(n)が平方数ならば，n · aであることを示せ．
Ò fa(n)が平方数となる正の整数 n の個数をNa とおく．次の条件‘,’が同値であることを示せ．
‘ Na = 1である．
’ 4a+ 1は素数である．
E n を 2以上の整数とする．1から n までの数字が書かれた札が各 1枚ずつ合計 n 枚あり，横一列におかれて
いる．1以上 (n ¡ 1)以下の整数 iに対して，次の操作 (Ti)を考える．
(Ti) 左から i番目の札の数字が，左から (i+1)番目の札の数字よりも大きければ，これら 2枚の札の位
置を入れかえる．そうでなければ，札の位置をかえない．

最初の状態において札の数字は左から A1;A2;Ý;An であったとする．この状態から (n ¡ 1) 回の操作
(T1); (T2);Ý; (Tn¡1) を順に行った後，続けて (n ¡ 1) 回の操作 (Tn¡1);Ý; (T2); (T1) を順に行ったとこ
ろ，札の数字は左から 1; 2;Ý; n と小さい順に並んだ．以下の問いに答えよ．
Ñ A1 と A2 のうち少なくとも一方は 2以下であることを示せ．
Ò 最初の状態としてありうる札の数字の並び方 A1;A2;Ý;An の総数を cn とする．n が 4以上の整数であ
るとき，cn を cn¡1 と cn¡2 を用いて表せ．

F 複素数平面上の点 1
2
を中心とする半径 1

2
の円の周から原点を除いた曲線を Cとする．

Ñ 曲線 C上の複素数 zに対し， 1z の実部は 1であることを示せ．

Ò ®;¯を曲線 C上の相異なる複素数とするとき， 1
®2
+
1
¯2
がとりうる範囲を複素数平面上に図示せよ．

Ó ° をÒ で求めた範囲に属さない複素数とするとき， 1° の実部がとりうる値の最大値と最小値を求

めよ．� š
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A
l【曲線の長さ】n
《2乗に気付くか (B20)》
a 混乱がない限り，下付き添字は省略し，Ut

を単に Uなどと書く．
!

¡!
OU = (1¡ t)

¡!
OS+ t

¡!
OT

= (1¡ t)f(1¡ t)
¡!
OP+ t

¡!
OQg

+tf(1¡ t)
¡!
OQ+ t

¡!
ORg

= (1¡ t)2
¡!
OP+ 2t(1¡ t)

¡!
OQ+ t2

¡!
OR

= (1¡ t)2(0; t) + 2t(1¡ t)(t; 1) + t2(1; 1¡ t)

= (t2(3¡ 2t); 3t(1¡ t))

であるから，Uの座標は (t2(3¡ 2t); 3t(1¡ t))である．

" x(t) = t2(3 ¡ 2t); y(t) = 3t(1 ¡ t) とおく．
0 < t < 1において

x0(t) = 6t¡ 6t2 = 6t(1¡ t) > 0

であるから，単調に増加する．よって，Uが描く曲線と
線分 ADで囲まれた部分の面積を S(t)とおくと，

S(t) =
Z 1

0
y dx =

Z 1

0
y dx

dt dt

=

Z 1

0
3t(1¡ t) ¢ 6t(1¡ t) dt

= 18

Z 1

0
(t4 ¡ 2t3 + t2) dt

= 18� t5

5
¡

t4

2
+

t3

3
„1
0

= 18# 1
5
¡
1
2
+
1
3
; = 3

5

# y0(t) = 3¡ 6t = 3(1¡ 2t)であるから，

fx0(t)g2 + fy0(t)g2 = 36t2(1¡ t)2 + 9(1¡ 2t)2

= 9f4t2(1¡ t)2 + (1¡ 2t)2g

= 9(4t4 ¡ 8t3 + 8t2 ¡ 4t+ 1)

= 9(2t2 ¡ 2t+ 1)2

となる．これより，0 · t · aを動くときの Uの弧長を
L(a)とすると，0 · t · 1において

2t2 ¡ 2t+ 1 = 2# t¡ 1
2
;2 + 1

2
> 0であることに注意

して

L(a) =
Z a

0

C

fx0(t)g2 + fy0(t)g2

=

Z a

0
3(2t2 ¡ 2t+ 1) dt = 3� 2

3
t3 ¡ t2 + t„a

0

= 2a3 ¡ 3a2 + 3a

B
l【定積分】o
《上下から評価する (C25)☆》
a ! f(x) = (x ¡ 1) ¡ logx とおくと

f0(x) = 1¡ 1x であるから，増減表は次のようになる．

x 0 Ý 1 Ý

f0(x) ¡ 0 +

f(x) & %

f(1) = 0¡ log 1 = 0

であるから，x > 0において f(x) ¸ 0となり示された．

" まず，上から評価する．Ñ で，x を 1 + x
1
n

2

に置き換えると，

log & 1 + x
1
n

2
> · x

1
n ¡ 1
2

......................1

であり，

n
Z 2

1

x
1
n ¡ 1
2

dx = n
2

� n
n + 1x

1
n +1 ¡ x„2

1

=
n
2
T $ n

n + 12
1
n +1 ¡ 2< ¡ # n

n + 1 ¡ 1; l
= $ n

n + 12
1
n ¡ 1<n + n

2(n + 1)

= (2
1
n ¡ 1)n ¡ n

n + 1 ¢ 2
1
n +

n
2(n + 1)

! log 2¡ 1 +
1
2
= log 2¡

1
2
(n !1)

次に下から評価する．相加・相乗平均の不等式より

log & 1 + x
1
n

2
> ¸ log $x 1n < 12 = 1

2n logx
....2

である．

n
Z 2

1

1
2n logx dx = 1

2

Z 2

1
logx dx

=
1
2
�x logx¡ x„2

1

=
1
2
(2 log 2¡ 2 + 1) = log 2¡

1
2

1，2より

n
Z 2

1

1
2n logx dx · n

Z 2

1
log & 1 + x

1
n

2
> dx
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· n
Z 2

1

x
1
n ¡ 1
2

dx

であるから，ハサミウチの原理より

lim
n!1

n
Z 2

1
log & 1 + x

1
n

2
> dx = log 2¡ 1

2

C
k【三角関数の図形への応用】n
《落ち着いて変形 (B20)》
a ! ÎBCG = µ として，それぞれの角
度を図に表すと次のようになる．条件を満たすとき，
0 · µ · ¼

6
である．スペースが狭いので，図中では度

数法で表記した．

この図より

CH = a cos # ¼
6
¡ µ;; GC = b cosµ;

GB = b sinµ; BF = a sin # ¼
6
¡ µ;

である．よって，

S = GH ¢GF

= #a cos # ¼
6
¡ µ; + b cosµ;

£#a sin # ¼
6
¡ µ; + b sinµ;

" Ñの結果より，

S = a2 cos # ¼
6
¡ µ; sin # ¼

6
¡ µ; + b2 cosµ sinµ

+abScos # ¼
6
¡ µ; sinµ+ sin # ¼

6
¡ µ; cosµk

=
a2

2
sin # ¼

3
¡ 2µ; + b2

2
sin 2µ+ ab sin ¼

6

=
a2

2
% B 3
2
cos 2µ¡ 1

2
sin 2µ= + b2

2
sin 2µ+ ab

2

=
1
2
U B 3
2

a2 cos 2µ+ $b2 ¡ a2

2
< sin 2µ+ abm

=
1
2

C

a4 ¡ a2b2 + b4 cos(2µ¡ ®) + 1
2
ab

ただし，®は第 1象限の角で，

cos® =

B

3a2

2
C

a4 ¡ a2b2 + b4
;

sin® = 2b2 ¡ a2

2
C

a4 ¡ a2b2 + b4

0 · µ · ¼
6
より，¡® · 2µ¡ ® · ¼

3
¡ ®である．

® · ¼
3
を解く．tan® · tan ¼

3
で

2b2 ¡ a2
B

3a2
·
B

3

2b2 ¡ a2 · 3a2 Ú b2 · 2a2

すなわち，a · b ·
B

2aのとき，Sは µ = ®
2
で最大値

1
2

C

a4 ¡ a2b2 + b4 + 1
2
abをとる．また，b ¸

B

2aの

とき，Sは µ = ¼
6
で最大値

1
2
U B 3
4

a2 +

B

3
2

$b2 ¡ a2

2
< + abm

=

B

3
4

b2 + 1
2
ab

をとる．

D
g【整数問題の雑題】o
《素数の判定法 (C25)☆》
a ! n > aと仮定すると

fa(n)¡ n2 = n ¡ a > 0

である．さらに，n; aは正の整数より

(n + 1)2 ¡ fa(n) = n + a+ 1 > 0

これより，n > aのとき

n2 < fa(n) < (n + 1)2

となるが，n2と (n+1)2の間に平方数は存在せず，fa(n)

が平方数であることに矛盾する．よって n · aである．
" 以下，文字はすべて整数とする．fa(a) = a2 で
あることから，n;mについての不定方程式 fa(n) = m2

の解として (n;m) = (a;a)がある．これを自明な解と
呼ぶことにすると，‘は，fa(n) = m2 が非自明な解
を持たないということである．ここで，fa(n) = m2 と
かけるとき，

n2 + n ¡ a = m2 Ú a = n2 + n ¡m2

となるから，

4a+ 1 = 4(n2 + n ¡m2) + 1

= (2n + 1)2 ¡ (2m)2

= (2n + 2m+ 1)(2n ¡ 2m+ 1)
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であり，4a+ 1 = AB (A > B)と積の形で書くと，

2n + 2m+ 1 = A; 2n ¡ 2m+ 1 = B

n = A+B¡ 2
4

;m = A¡B
4

...................1

となる．ここで，4a+1は 4で割って 1余るから，A;B

を 4 で割った余りはともに 3 かともに 1 かのいずれ
かであり A + B ¡ 2;A ¡ B はともに 4 の倍数になる
から，n;m は整数になる．これより，p が素数ならば
A = 4a + 1;B = 1 となって 1 は自明な解のみを与
えるし，p が合成数ならば (A;B) Ø (4a+ 1; 1) なる
(A;B)が存在して，1によって非自明な解が与えられ
る．これより，’ は fa(n) = m2 が非自明な解を持
たないことと同値である．
よって，‘と’は同値である．

E
h【場合の数と漸化式】o
《拡張させるか帰着させるか (C25)☆》
a ! 1 回目の (T1) の操作後，一番
左の数字は A1;A2 のいずれかである．そこから
(T2); (T3);Ý; (Tn¡1); (Tn¡1);Ý; (T2)の操作中，一
番左の数字は入れ替わることはなく，最後の (T1)の操
作によって，左から 1番目のままか 2番目に移る．
したがって，操作終了後，左から 1から順で並ぶとい
うことは，A1;A2 のいずれかは必ず 1 か 2 になってい
なくてはならない．これより，題意は示された．
" Ñが誘導になっているので，その誘導をうまく
使いたい．Ñより，A1 = 1; 2もしくは A2 = 1; 2で
あるため，この 4パターンで場合分けをして考える．
ア：A1 = 1の場合．操作 T1 は行わず，左から 2枚目以
降の数字を

(2; 3; 4;Ý) ¡! (1; 2; 3;Ý)

と対応させれば，n ¡ 1枚の事象に帰着されるため，こ
の場合の総数は cn¡1 通り．
イ：A1 = 2の場合．アと同様に，操作 T1 は行わず，左
から 2枚目以降の数字を

(1; 3; 4;Ý) ¡! (1; 2; 3;Ý)

と対応させれば，n ¡ 1枚の事象に帰着されるため，こ
の場合の総数も cn¡1 通り．
ウ：A2 = 1の場合．操作 T1 を行えば，アの状態に帰着
されるので，cn¡1 通り．
エ：A2 = 2の場合．操作 T1 を行えば，イの状態に帰着
されるので，cn¡1 通り．
ここから，重複を除くことを考える．
(A1;A2) = (1; 2)の場合がアとエに，
(A1;A2) = (2; 1) の場合がイとウにそれぞれ重複して

数え上げられている (総数は cn¡2 通り)ので，これを除
くと，求める答えは，

cn = 4cn¡1 ¡ 2cn¡2

F
i【複素変換】n
《極方程式との架け橋 (B25)☆》
a ! C上の点を，r > 0および
¡

¼
2

< µ < ¼
2
を用いて z = r(cosµ+ i sinµ)とおく．

図 1 より C の極方程式は r = cosµ であるから，C 上
の点は z = cosµ(cosµ+ i sinµ)とかける．このとき，
ド・モアブルの定理より

1
z =

1
cosµ (cosµ¡ i sinµ) = 1¡ i tanµ

であるから， 1z の実部は 1である．

"
1
z2
=

1
cos2 µ

(cos 2µ¡ i sin 2µ)

=
2cos2 µ¡ 1
cos2 µ

¡ i ¢ 2 sinµ cosµ
cos2 µ

= #2¡ 1
cos2 µ

; ¡ 2i tanµ
= (1¡ tan2 µ)¡ 2i tanµ

となる．µが動くと tanµはすべての実数を動くことに
注意する．これより，t; u (t Ø u)を実数として

1
®2
= (1¡ t2)¡ 2ti; 1

¯2
= (1¡ u2)¡ 2ui

とかけるから，x;yを実数として
1
®2
+
1
¯2
= x+ yi

とおくと，t Ø uのもとで

x = 2¡ t2 ¡ u2; y = ¡2(t+ u)

t+ u = ¡
y
2
; t2 + u2 = 2¡ x

これより，x · 2の範囲において tu平面上の円
t2 + u2 = (

B

2¡ x)2 と直線 t+ u = ¡
y
2
が異なる 2つ

の共有点をもつ条件を考えて

¡
y
2

B

1 + 1
<
B

2¡ x

y < 2
B

2
B

2¡ x

両辺はともに 0以上であるから，平方しても同値で

y2 < 8(2¡ x) Ú x < 2¡
y2

8



25-TK-ri-kakunin : 2025/02/26 (05:41)

東京大学・理科 5

これを図示すると，図 3 の境界を含まない網目部分と
なる．

# Ò の境界線は，原点を焦点，直線 x = 4 を準
線とする放物線であることから，原点を極として，x軸
を始線とする極方程式を考えると，図 4より

r = 4¡ r cosµ Ú r = 4
1 + cosµ

となる．これより，Ò の領域に属さない複素数 ° を
R > 0および ¡¼ < µ < ¼を用いて

° = R(cosµ+ i sinµ)としたとき，R ¸ 4
1 + cosµ であ

る．このとき，
1
° =

1
R (cosµ¡ i sinµ)

であり，この実部について，cosµ ¸ 0のとき
cosµ
R ·

1
4
(1 + cosµ) cosµ

で等号は境界上で成立している．よって， 1° の実部は

cosµ = 1のときに最大値 1
4
(1+1) ¢ 1 =

1
2
をとる．ま

た，cosµ · 0のとき

cosµ
R ¸

1
4
(1 + cosµ) cosµ

=
1
4
#cosµ+ 1

2
;2 ¡ 1

16

で等号は境界上で成立している．よって， 1° の実部は

cosµ = ¡ 1
2
のときに最小値 ¡ 1

16
をとる．

d 【放物線の反転】
極を焦点に持つような放物線を反転するとカージオイ

ドになる．今回の場合，r = 4
1 + cosµ という放物線

を反転すると，極方程式 r = 1
4
(1 + cosµ)で表され

るカージオイドという曲線になる．

qA，C，Fは多少険しいところも
あるが一本道であり，標準的である．Bは下から
の評価に工夫が必要だし，D，Eは試験場では難
しく見えるだろう．昨年と同様に高い水準が要求
される．完答はしにくくなったかもしれない．

(椎茸，Sakura)


