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| †
A Ñ 関数 f(µ) = sinµ¡ µ+ µ3

6
の区間 ¡1 · µ · 1における最大値Mおよび最小値mを求めよ．

Ò Ñで定めたMに対し，次の不等式を示せ．

7
8
¼ ·

Z 2¼

0
sin(cosx¡ x) dx · 7

8
¼+ 4M
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l【積分の雑題】o
《偶関数・奇関数の利用 (C35)☆》
a ! f(¡µ) = ¡f(µ) より，f(µ) は奇
関数であるから，0 · µ · 1で考える．

f0(µ) = cosµ¡ 1 + µ2

2

f00(µ) = ¡ sinµ+ µ ¸ 0

（µ ¸ 0で µ ¸ sinµを用いた）であるから，この範囲で
f0(µ)は単調増加で，

f0(0) = 1¡ 1 + 0 = 0

であるから，f0(µ) ¸ 0となる．これより 0 · µ · 1で
f(µ)は単調増加であるから

M = f(1) = sin 1¡ 1 + 1
6
= sin 1¡

5
6

m = ¡M = ¡ sin 1 +
5
6

" 中辺の積分を Iとおき，Iにおいて t = x¡ ¼と
すると dt = dxであり

x 0 ! 2¼

t ¡¼ ! ¼

I =
Z ¼

¡¼
sinfcos(t+ ¼)¡ (t+ ¼)g dt

=

Z ¼

¡¼
sin(¡ cos t¡ t¡ ¼) dt

= ¡

Z ¼

¡¼
sin(cos t+ t+ ¼) dt

=

Z ¼

¡¼
sin(cos t+ t) dt

=

Z ¼

¡¼
fsin(cos t) cos t+ cos(cos t) sin tg dt

ここで，sin(cos t) cos tは偶関数，cos(cos t) sin tは奇
関数であるから，

I = 2
Z ¼

0
sin(cos t) cos t dt

この積分において，tを ¼¡ tに置き換えても

sin(cos(¼¡ t)) cos(¼¡ t) = sin(¡ cos t)(¡ cos t)

= sin(cos t) cos t

で値が変わらないことから，t = ¼
2
に関して対称で，

I = 4
Z

¼
2

0
sin(cos t) cos t dt

となる．ここで，Ñより

0 · sinµ¡ µ+ µ3

6
·M

であり，µ = cos tとすることで

cos t¡ cos
3 t
6

· sin(cos t) · cos t¡ cos
3 t
6

+M

が得られる．s = sin t; c = cos tとする．

J =
Z

¼
2

0
$c¡ c3

6
<c dt

とおくと，c > 0に注意して

4J < I < 4%J+
Z

¼
2

0
M cos t dt= = 4(J+M) ..1

となる．あとは Jを計算する．$c¡ c3

6
<c = c2 ¡ c4

6

=
1 + cos 2t
2

¡
1
6
# 1 + cos 2t

2
;2

=
1+ cos 2t
2

¡
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#1 + 2 cos 2t+ 1+ cos 4t
2

;
=
7
16
+
5
12
cos 2t¡ 1

48
cos 4t

となるから，J = 7
16
¢
¼
2
=
7
32

¼である．

よって1より
7
8
¼ < I < 7

8
¼+ 4M

が示された．


