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F 関数 f(x) = logx

x3
(x > 0)を考える．t > 1として，1 · x · t; 0 · y · f(x)で表される図形を y軸の

まわりに 1回転させてできる立体の体積を V(t)とする．
Ñ f(x)の最大値を求めよ．
Ò e < t < t+ h(eは自然対数の底) のとき，不等式

¼(2t+ h)f(t+ h) ·
V(t+ h)¡V(t)

h · ¼(2t+ h)f(t)

を示せ．
Ó 体積 V(t)を求めよ． (22 東北大・後期)� š
F
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f0(x) + 0 ¡

f(x) % &

f(x)の最大値は f#e 13 ; = 1
3#e 13 ;3 = 1

3e

" t > eのとき，[t; t+ h]において f(x)は単調減
少であるから f(t+ h) · f(x) · f(t) である．図 2よ
り，t · x · t+ h; 0 · y · f(t+ h) で表される長方
形を y軸の周りに 1回転させてできる立体K1 の体積を
V1，t · x · t+h; 0 · y · f(t)で表される長方形を y
軸の周りに 1回転させてできる立体 K2 の体積を V2 と
おくと V1 · V(t+ h)¡V(t) · V2 である．K1;K2 は
それぞれ底面が半径 t+ hの円である円柱から底面が半
径 tの円である円柱をくり抜いた形をしている (高さが
異なる)．

V1 = ¼(t+ h)2f(t+ h)¡ ¼t2f(t+ h)

= ¼(2t+ h)hf(t+ h)

V2 = ¼(t+ h)2f(t)¡ ¼t2f(t)

= ¼(2t+ h)hf(t)

であるから，

¼(2t+ h)hf(t+ h) · V(t+ h)¡V(t)

· ¼(2t+ h)hf(t)

¼(2t+ h)f(t+ h) ·
V(t+ h)¡V(t)

h

· ¼(2t+ h)f(t)

となり，示された．
# 本問では e < t < t+ hが掛かっていない．元の，
t > 1;1 · x · tのままであると考える．
xが tから t+ hを動くときの f(x)の最大値をM,最
小値をmとする． h は十分に小さく，1 < t+ hとす
る．Òと同様に，
h > 0のとき

¼f(t+ h)2 ¡ t2gm

· V(t+ h)¡V(t) · ¼f(t+ h)2 ¡ t2gM

hで割って

¼(2t+ h)m ·
V(t+ h)¡V(t)

h · ¼(2t+ h)M......1

h < 0のとき
¼ft2¡(t+h)2gm · V(t)¡V(t+h) · ¼ft2¡(t+h)2gM

¡h で割って 1 を得る．h > 0;h < 0 のいずれであっ
ても 1 となる．h ! 0 のときM;m はいずれも f(t)
に収束するから，ハサミウチの原理より

lim
h!0

V(t+ h)¡V(t)
h = 2¼tf(t)

V0(t) = 2¼tf(t) = 2¼
log t
t2

= ¡2¼# 1t ; 0 log t
不定積分して

V(t) = ¡2¼
Z # 1t ; 0 log t dt

= ¡2¼# 1t ; log t+ 2¼Z # 1t ;(log t)0 dt
= ¡2¼# 1t ; log t+ 2¼Z 1

t2
dt

= ¡2¼
log t
t ¡ 2¼ 1t + C

Cは積分定数である．V(1) = 0より C = 2¼

V(t) = 2¼#¡ 1
t
log t¡

1
t
+ 1;
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d 図 aは K1 の図．図 bは V(t)に対応する立
体の図．ただし図はかなりデフォルメしてある．


